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3. INTEGRALES DOBLES Y TRIPLES

3.2. Integrales dobles sobre otros recintos

Recintos elementales

e Un recinto elemental de tipo I, también llamado x-proyectable 6 x-simple, es cualquier
conjunto S C R? definido por:

S={(z,9) :a<z<b, p1(z) <y < go(2)}
donde @1, p2 : [a,b] — R son funciones continuas con ¢1(z) < @a(z), para todo x € [a, b].

e Un recinto elemental de tipo II, también llamado y-proyectable 6 y-simple, es
cualquier conjunto S C R? definido por:

S={(z,y) : c<y<d, ¥1(y) <z < Pa(y)}
<

donde 91,19 : [c,d] — R son funciones continuas con 11 (y) < ¥2(y), para todo y € [c, d].

Teorema (Integral doble sobre recintos xz-proyectables)
Sean S C R? una regién z-proyectable, es decir:

S={(z,y) : a<x<b, p1(z) <y < @a(x)} con ¢ < s funciones continuas en [a, ]

[¢]
y f 8§ — R una funcién acotada y continua en S. Entonces, f es integrable Riemann sobre S y

J| @iy~ [ o [a 90(()) f(a,y) dy

Observacién

El resultado del anterior teorema sigue siendo vélido si el conjunto de discontinuidades de f en el
interior de S tiene contenido 2-dimensional nulo, y f es integrable respecto de y en [m, M| para
todo x € [a,b] (m y M son el infimo y el supremo de ¢ y 2, respectivamente), lo que se consigue
si para todo x € [a, b] el conjunto de discontinuidades de f(z,y) en [¢1(z), p2(z)] tienen contenido
1-dimensional nulo.

Teorema (Integral doble sobre recintos y-proyectables)

Sean S C R? una regién y-proyectable, es decir:

S={(z,y) : c<y<d, Vi(y) <z <a(y)} con 1 < 1) funciones continuas en [c, d]

[¢]
y f : S — R una funcién acotada y continua en S. Entonces, f es integrable Riemann sobre S y

/ /S f (@, y) dody = / “ay / w(j) f(z,y) d

Ejemplo
Calcula la integral de f(x,%) = 23y + cos sobre el recinto z-proyectable

S:{(:c,y):ngSg,Ogny}

Observa que este recinto también es y-proyectable, haz la integral como tal, y comprueba que se
obtiene el mismo resultado.
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Cambio de orden en la integracion

Cuando una regién S C R? es z-proyectable e y-proyectable, es decir:
S={(z,y) :a<z<b, gi(x) Sy <o)} ={(z,y) : c<y<d, hi(y) <z <Ya(y)}

[e]
para cualquier funcién f continua en S, se cumple que:

b p2(x) d Pa(y)
// f(ﬂf,y)dwdyz/ dﬂﬁ/ f(w,y)dyz/ dy/ [z, y)dx
S a 1 (x) c P1(y)

El paso de una integral iterada a otra se llama cambio de orden en la integracion, y tiene
sentido cuando la integral iterada inicial es mas dificil de hallar que la otra.

Ejemplo

Cambia el orden de integracion en la integral iterada
a va2—x?
I:/ dx Va2 —y2dy
0 0
Calcula la integral resultante, y comprueba que es mas facil de hallar que la original.

Aplicaciones geométricas de la integral doble

e Cidlculo de volimenes. Si Q = {(z,9,2) : (z,y) €Sy f(z,y) <2 <g(z,y)} CR? con f
y g integrables sobre S, entonces el volumen de 2 es:

V(Q)=//S (9(z,y) — f(z,y)) drdy

e Cilculo de areas planas. El area del recinto S C R? es:

A(S) = //Sd:cdy

Calcula el volumen del tetraedro limitado por los planos =0,y =0,2=0yz—y—2+1=0.

Ejemplo

Ejercicios
1. Halla la integral de las siguientes funciones sobre el recinto que en cada caso se indica:
(a) f(z,y) = x® + 42, sobre la regién acotada del primer cuadrante limitada por la recta
3z + 4y = 10.
(b) f(x,y) =y, sobre el recinto S = {(z,y) : |z| + |y| < 1}.
(c) f(z,y) = 23y, sobre la regién acotada limitada por el eje y y la pardbola x + 4y? = 3.
(d) f(z,y) =zysin(z? — y?), sobre S = {(z,y) : 0<y <1,z >y, 2 —y*> <1}.

2. Calcula el valor de la siguiente integral iterada, encuentra la integral doble (recinto y funcién)
de la que proviene, intercambia el orden de integracién (calculando su valor) y comprueba si

se obtiene el mismo resultado. . .
e
/ dx / (x+y)dy
0 1

Soluciones y/o sugerencias a los ejercicios:

6 —COS
1. (g) 3p = 13625, (b) 0; (c) 0; (d) =gt
2. =1



